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Esercitazione 1: / /

© I diritti d’autore sono riservati. Ogni sfruttamento commerciale
del presente materiale sara perseguito a norma di legge.

1.1 Operazioni su eventi

Esercizio 1 Un dado viene lanciato due wolte. Adalberto vince se al primo
lancio esce un numero pari mentre Bertolasio vince se al secondo lancio esce un
numero non superiore a 3.

1.

Determinare il pit piccolo spazio campionario che descriva tutti i possibili
esiti dell’ esperimento.

Descrivere in termini dei sottoinsiems dello spazio campionario i sequenti
eventi:

(a) Adalberto vince

(b) Bertolasio vince

(¢) Adalberto non vince

(d) Bertolasio non vince

(e) Adalberto e Bertolasio vincono entrambi
(f) Vince Adalberto ma non Bertolasio

(9) Vince Bertolasio ma non Adalberto

(h) Nessuno dei due vince

(i) Almeno uno dei due vince

(j) Almeno uno dei due non vince

(k) Esattamente uno dei due vince

(1) 1l prodotto dei due lanci é multiplo di 6
(m) Vincono entrambi ed il prodotto dei due lanci é multiplo di 24

(n) Almeno uno dei due vince oppure la somma dei due dadi é maggiore
o uguale a 4.

Esercizio 2 Sia (Q,F,P) uno spazio di probabilita ed A, B e¢ C tre eventi
contenuti in F. Si traducano in notazione insiemistica © sequenti eventi:

1. almeno un evento si verifica

2. al piu un evento si verifica

3. nessun evento si verifica



4. tutti gli eventi si verificano
5. si verifica esattamente un evento
6. due eventi su tre si verificano

Esercizio 3 * Sia A = {A;}]_, una collezione finita di sottoinsiemi in Q) tali
che i, Ai = Q. Allora la o-algebra generata da A o(A) é

m

F={{J f@()) :m € N",2(j) € {0,1}"} U {0}

Jj=1

dove

f(z) := ﬂ By i, Vr €0,1",
i=1
A;  sei=l1
B, := vV € 40,1 ",
’ {Af se 1=0 ve{0.1)
Mostrare in particolare che A\ {0}, dove
A={ACQ:3xe{0,1}": A= f(x)},

& una partizione di Q (i.e. § & A, per ogni A, B € A tale che A # B implica
ANB =10 ed infine | Jyc g A= Q).

Esercizio 4 Consideriamo il sequente esperimento: lancio una moneta ed osservo
quale faccia e comparsa. Se é comparsa "testa” lancio un dado ed osservo il nu-
mero sulla faccia superiore. Se é uscita croce lancio di nuovo la moneta ed
osservo quale faccia é comparsa.

1. Trovare uno spazio campionario ) che permetta di descrivere tutti gli esiti.
2. Descrivere l'insieme delle parti di ) in termini degli eventi elementari.
8. Quali sono gli eventi che descrivono i possibili risultati del primo lancio ?

4. Qual é la piu piccola o-algebra che contiene gli eventi determinati al punto

37
5. Supponendo gli eventi indipendenti si individui la misura di probabilita
sullo spazio trovato.
Esercizio 5 Sia R la retta reale, mostrare che I’ insieme A formato dalle unioni
finite di intervalli disgiunti della forma:
(a,b] ={z:a <z <b}

dove —o0o < a < b < 00 con la convenzione che (a,+o00] = (a,+00), é un’ algebra
ma non una o- algebra.



Esercizio 6 Lo spazio degli eventi elementari sia Q = [0,1). Cy sia la collezione
di intervalli del tipo [a,b) con 0 < a < b < 1; Cy sia la collezione di tutte le
unioni finite di intervalli disgiunti compresi in Cy. Verificare che Cq non é
un’algebra e che Cy non € una o-algebra ma é un’algebra.

Esercizio 7 *** Sia Q0 un’insieme e ¥ una o-algebra su Q. Mostrare che la
cardinalita di X non puo essere numerabile. Inoltre in caso di cardinalita finita,
mostrare che deve essere del tipo 2" per qualche n € N*.

Esercizio 8 Sia A una famiglia di sottoinciemi di un insieme Q2. Mostrare che
le sequenti proprieta sono equivalenti

1. 1.a) Q€ A,
1)) Ac A= A°:=Q\ A€ A,
l.e) ABEA= AUBc A;

2. 2.a) Q€ A,
2.b) ABe A= A\ Be A;

Esercizio 9

1. Sia 8 una collezione di insiemi (ed esempio si pensi ad una collezione di
o-algebre). Si mostri che le sequenti affermazioni sono equivalenti:

(i) esiste A € (B tale che per ogni B € 3 si ha B D A;
(1) Npes B € B.
In tal caso A={\gc5 B € B.

2. Sia B una collezione non vuota di o-algebre (risp. algebre) su Q, mostrare
che ﬂBeB B ¢ ancora una o-algebra (risp. algebra) su ).

3. Se A C P(Q) e sia B la collezione di o-algebre su ) che contengono
A, mostrare che esiste la piu piccola o-algebra con questa proprieta; tale
insieme viene chiamato la o-algebra generata da A e viene indicato con

o(A).
4. * Sia p una proprieta, Q un insieme ed A C P(Q). Se
(i) p(0) (silegga “Uinsieme O soddisfa p”);
(it) p(A) = p(Q\ A) per ogni A C Q;
(iii) se per ogni famiglia al pit numerabile di sottoinsiemi di Q {A;}ien,
p(A;) per ogni i € N implica p(|J,; ey Ai)

allora la condizione p(A) per ogni A € A ¢ sufficiente affinché si abbia
p(A) per ogni A € o(A).



Esercizio 10 Sia Q :=R" e d la distanza euclidea su R™ (B(z,r) :={y € R™:
d(z,y) <r}). Si consideri

A:={ACR":3e>0:B(0,¢) C A oppure B(0,¢) C A°}

dove 0 € R™ ¢ l'origine. Mostrare che A é un’algebra ma non una o-algebra
Qual é la o-algebra generata da A?

Esercizio 11 ** Sia A = {A;}icr una partizione di Q (i.e. A; # A; implica
A; N Ay =0, dnoltre A; f) per ogni i € I ed infine | J;c; Ai = Q); allora per
Ualgebra e la o-algebra generate da A vale

A(A) = {U A; o J oppure I\ J finito}
ieJ
o(A) = {U A; 2 J oppure I\ J al pit numerabile}
ieJ
(si ricordi che J;cg Ai = 0). Se ne deduca che la pit piccola o-algebra che
contiene i singoletti di Q é {J C Q: J oppure Q\ J al pit numerabile}.

Esercizio 12 ** Sia Q uno spazio campionario e {Dy, }n,en una partizione nu-
merabile di 2, ovvero una famiglia di sottoinsiemi di Q) con le sequenti proprieta:

1. DlﬂDJZ(Z)peTOng?é]; iajeN
2. UnEND" =Q

Verificare che la pit piccola o-algebra che contiene {Dy}nen € descritta nel
modo seguente:
D={0,|JDiVI: I CN}

el

Esercizio 13 Sia {A;}icr una collezione di sottoinsiemi di §); definito {0,1}!
lo spazio di tutte le funzioni definite su I a valori in {0,1}, sia Ay la funzione
da I a valori nell’insieme delle parti di 2, P(QY), definita da

A, (i) == A; g9(i)
o Q\ A g(i)

1
0.

Se g(A) == N;ey Ag(4), allora si mostri che {g(A)}geq0,1y1 € una partizione di
Q.

Esercizio 14 * Sia A,B,A; € X perognii € ed f:Y — X; allora
L e f7 (Mier Ai) = Nier F71(A)

o 71 (Uier 4i) = Uier F71(A),

o [THANDB) = fHA)\ f7H(B) (e quindi f~1(A)* = f1(A%));

)



o f (UieF Ai) = UieF f(Ai);
o f(Mier 4i) € Nier f(As) (in realta questa ¢ un’uguaglianza per ogni
scelta di {A;} se e solo se f ¢ iniettiva),

o f(A\B)2 f(A)\ f1(B)

o f(A\f(A)C #£ O (I'uguaglianza per ogni scelta di A equivale all’iniettivita
di f) ed infine f(A)°\ f(A®) # O (l'uguaglianza per ogni scelta di A
equivale alla suriettivita di f);

2. se definiamo, per ogni ACY,
o(A):= m Ié;
BDA,B o-algebra

la o-algebra generata da A allora mostrare che

FHo(A) = a(f7H(A)).

Esercizio 15 Sia (2, F,u) spazio misurabile (si pensi pure ad uno spazio di
probabilita) e sia Fy := {A € F : u(A) = 0 oppure u(A°) = 0}; mostrare che
F1 € una o-algebra.

Esercizio 16 *

1. Sia X un insieme e A una collezione di sottoinsiemi di X. Si mostri che

o(A) = U o(B).

BCA
B al pit numerabile

2. Sia X un insieme e {f; }ier una collezione di o-algebre tali che se {i;}jen
e una successione in I' allora esiste v € I' tale che B3y 2 UjeN B;,; allora
Uier Bi ¢ una o-algebra.

Esercizio 17 Sia X un insieme, d : X x X — Ry si chiama predistanza se
verifica le sequenti tre proprieta

(i) d(z,x) =0, VxeX;
(ii) d(z,y) =d(y,z), Vx,y€ X;
(i) d(z,y) < d(z,z)+d(z,y), VYz,y,z€X.
1. Mostrare che la relazione
x~y <= d(z,y) =0

¢ una relazione di equivalenza e che d([z], [y]) := d(x,y) é una ben definita
distanza su X/~ (dove [x] rappresenta la classe di equivalenza cui appar-
tiene x).



2. Mostrare che data una misura di probabilita p (o pit in generale una
qualsiasi misura poritiva) definita su (Q,F) si ha che

d(A, B) := u(AAB), VA,BeF
¢ una predistanza (dove AAB = (A\ B)U (B\ A)).

SOLUZIONI

Soluzione esercizio 1.

1. Si ha Q = {(z,y) : =,y € {1,2,3,4,5,6}} = {1,2,3,4,5,6}2, dove la
coppia (esito del primo lancio,esito del secondo lancio) rappresenta ’evento
elementare; si scelga la o-algebra ¥ := P(2) (cioé I'insieme delle parti di

2. Poniamo A=* Adalberto vince ” e B = “ Bertolasio vince”’ si ha:

(a) A= {(z,y):x pari,y € {1,2,3,4,5,6}} = {2,4,6} x {1,2,3,4,5,6}
(b) B={(z,y):xe{l,...,6},ye{1,2,3}} ={1,...,6} x {1,2,3}
(c) AC—{135}><{1 .6}
(d) Bc={1,. 6}><{456}
(e) AﬁB_{Q 4,6} x {1,2,3}
(f) AN B° = {2,4,6} x {4,5,6}
(g) A°N B ={1,3,5} x {1,2,3}
(h) A°nB°={1,3,5} x {4,5,6}
(i) AUB = ({2,4,6} x {1,...,6}) U ({1,3,5} x {1,2,3})
) AcU B¢ = ({1,3,5} x {1,...,6}) U ({2,4,6} x {4,5,6})
) (A°NB)U(ANB°) = ({1,3,5} x {1,2,3}) U ({2,4,6} x {4,5,6})
)

(j
(k

1
{(1,6),(2,3),(2,6),(3,2),(3,4),(3,6), (4,3), (4,6), (5,6), (6,1), (6, 2),
(6,3),(6,4),(6,5),(6,6)}

(m) 0
(n) ©

Soluzione esercizio 2.



A

. AUBUC,

(ANB°NCYU(A°NB°NC)U(A°NBNCY)U (AN B NCY) =
(BUC)®U(AUB)°U (AU QC)e

AN BeNnCe

ANnBNC
(ANB°NC)U(A°NBNC)U(A°NB°NC)
(ANBNCY)U(ANB*NC)U(A°NBNC)

Soluzione esercizio 3.
Osserviamo subito che se z,y € {0,1}", x # y allora f(z) N f(y) = 0. Per
provare l’asserto bisogna dimostrare che

1.
2.
3.

2.
3.

F & una o-algebra;
ACF;

per ogni ¢ algebra F; O A si ha F C F.

.0 € F. Se B € F allora esiste § € {0,1}" tale che B = [, 5 f(2);

pertanto, essendo (provare per induzione su n) Ume{O,l}" f(z) =9, siha
B¢ = J,ep. f(x). Siano {B;}ien e {B;} tali che B; = (J,¢4, f(2) allora
U Bi = Upey, 5. f(@)-

A; = Ur:zi:l f(.’E)
¢ banale, poiché per ogni x € {0,1}", f(z) € o(A).

Supponiamo ora che A,B € A e A # B; allora esistono z,y € {0,1}" tali
chex #ye A= f(x) e B= f(y). Pertanto esiste ¢ € {1,...,n} tale che z; # y;
da cui

A CA; A CAS
oppure
B CAc B C A

In qualsiasi caso si ha AN B = (). Inoltre per ogni w € Q si ha che w € f(z)
dove z; := 14, (z) e quindi (J,c 4 A = Q. Pertanto A\ {(}} & una partizione di

Q.

Soluzione esercizio 4.

1.

Abbiamo Q = {(T,1) = w1, (T,2) = wo, (T,3) = w3, (T, 4) = wy, (T,5) =
ws, (T,6) = wg, (C,C) = wr, (C,T) = wg} dove la coppia (esito del primo
lancio,esito del secondo lancio) rappresenta 'evento elementare. La o-
algebra e quella delle parti.



2. Gli eventi elementari non sono decomponibili (X ¢ decomponibile in 4 se
esistono A, B € A tali che A, B # (), AUB = X)) percid ogni elemento non
vuoto dell’insieme delle parti si pud ottenere come unione finita (disgiunta)
di eventi elementari:

PQ)={A:AcQ}={0,( Jwi:TC[L,....8]}

i€l

3. Gli eventi sono A = { esce testa al primo lancio } ed il suo complementare
A€ = { esce croce al primo lancio }, dove

A ={wi,ws, w3, ws,ws,we }, A°={wr,ws}

4. La piu piccola o- algebra ¢ F = {0,Q, A, A°}. 1l fatto che sia la piu
piccola o-algebra ¢ immediato visto che per definizione deve contenere
i sottoinsiemi A ed A€, () e il suo complementare 2. Per verificare che
F e una o-algebra e sufficiente mostrare che si tratta di una famiglia di
sottoinsiemi chiusa per 'operazione di passaggio al complementare e di
unione numerabile (in questo caso finita).

5. B lasciato al lettore.

Osservazione. Nel risolvere il punto 3 si puo scegliere di semplificare lo
spazio campionario considerando come unici possibili risultati A ed A¢: quindi
si sceglie Q = {4, A°} ed F diviene l'insieme P(€2). In questo caso descrivo
I’esperimento del lancio di una sola moneta. In tal caso la nuova o-algebra F
raccoglie le informazioni relative solo al primo lancio, ovvero quegli eventi che
sappiamo essersi verificati o meno dopo aver osservato l’esito del primo lancio.

Soluzione esercizio 5.

1. Mostriamo che A & un’algebra. Abbiamo che:

(a) R = (—00,00) = (—00, 00| & un elemento di A;

(b) se B € A allora B¢ € A, infatti se B € A allora & della forma
B =J!,(a;,b;] per un qualche n € Ncona; < by <as <by <--- <
an < by. B facile vedere che B¢ = (—00, a1]U (b1, as]U- - - U (by, +0<],
con eventualmente qualche intervallo vuoto se b; = a;41 0 a; = —00
0 b, = oo, quindi B¢ € A;

(c) verifichiamo la chiusura di A rispetto all’ intersezione: A, B € A,
allora AN B € A. Abbiamo che A = U¥_|(¢;,d;] per un qualche
keNeB= U?Zl(aj, b;] per un qualche n € N. Allora:

ANB=U (ci,di] N

J

(a5,0,] = |J U (e, di] 0 (0,51}

n kE n
=1 i=1j=1

oo



e chiaramente ogni {(c;,d;] N (a;,b;]} o & della forma («, 3] oppure

e il vuoto. Quindi AN B & della forma U, (ay, 3] e di conseguenza
appartiene ad A.

Per mostrare che A non & una o-algebra ¢ sufficiente trovare una famiglia
numerabile di elementi di A la cui unione non appartiene ad A . Con-
sideriamo A, = (0,1 — 1] al variare di n € N,n > 2, allora |-, A, =

(0,1) ¢ A.
Soluzione esercizio 6.

1. C1 non puo essere un’algebra. Si considerino ad esempio gli intervalli
[0,1/3) e [1/2,1): chiaramente sono elementi di C; ma [0,1/3)U[1/2,1) ¢
(1 e in alternativa si puo far vedere che il non e chiusa rispetto al passaggio
al complementare: infatti [1/3,1/2)¢ =1[0,1/3) U[1/2,1);

2. la verifica & semplice ed i dettagli vengono lasciati al lettore;

3. consideriamo la famiglia numerabile di eventi 4,, = [1/2,1/2 + 1/n) al
variare di n € N,n > 2, allora A,, € Cs per ogni n > 2 ma (|, —, A, =
{1/2} ¢ C5. Questo esempio ¢ sufficiente per dimostrare che C non ¢ una
o-algebra.

Tuttavia se prendiamo un sottoinsieme B di 2 non contenuto in A (B ¢
A <= 0 € 9B) si ha che, definito B,, := B\ B(0,n), essendo B\{0} = (J,~, By;
inoltre B,, € A per ogni n € N (infatti BS O B(0,n). Allora la o-algebra
generata o(A) contiene di sicuro {B C R : 0 ¢ B}, ma essendo altresi chiusa
per complementazione {0} € o(A e quindi in definitiva o(A) = P(R™) (dove,
dato un qualsiasi insieme X, con P(X) si intende I’ insieme delle parti di X).

Soluzione esercizio 7.
Ricordiamo che per definizione un insieme A si dice n-3-decomponibile se es-
istono {B;}™ , elementi di ¥ (m > n) tali che AN B; # 0 per ogni i = 1,...m,
ANB;NB; =0 per ogni i #j e J;"; B; 2 A. In particolare un’ insieme che
sia n-YX-decomponibile per ogni n € N si dice infinitamente X-decomponibile.

Supponiamo che la cardinalita di ¥ sia infinita e sia A € ¥ tale che A # Q
e A # (. Se A ¢ infinitamente decomponibile allora definiamo A; := A° e
Qy := A; viceversa se A ¢ finitamente decomponibile allora necessariamente
(essendo ¥ di cardinalita infinita) A° ¢ infinitamente decomponibile ed in tal
caso Ay := A e )y := A°. Si supponga di aver costruito un insieme di insiemi
misurabili disgiunti {41,...,4,} e ,; allora si decompone €2, (che & infinita-
mente decomponibile) in A e 2, \ A. Come in precedenza se A ¢ infinitamente
decomponibile allora definiamo A, 11 := Q, \ 4 e Q41 := A; viceversa se A ¢
finitamente decomponibile allora necessariamente §2,, \ A ¢ infinitamente decom-
ponibile ed in tal caso Ap+1 := A e Qpy1 := Q, \ A. Per induzione si ottiene



una famiglia numerabile di insiemi misurabili disgiunti {A,, }nen; si consideri la
funzione f : {0,1} — 3 cosi definita

f@)= U A,

€Nz, =1

si mostra facilmente che tale funzione ¢ iniettiva e poiche la cardinalita di {0, 1}
e strettamente maggiore del numerabile, lo stesso vale per la cardinalita di 3.

Infine sia card(X) finita. Dall’esercizio 3 si ha che ¢ generata da una par-
tizione. Sia n la cardinalita della partizione, ancora dall’esercizio 3 si ha che
f diviene una funzione iniettiva, la suriettivita e garantita dal fatto che la sua
immagine ¢ tutta la o-algebra; quindi card(X) = card({0,1}") = 2".

Soluzione esercizio 8.

Osserviamo preliminarmente che se A, B C Q allora A°:=Q\ Ae A\ B =
AN Be.

Se vale (1) allora evidentemente vale (2.a) ed inoltre se A,B € A si ha
A°e Adacui A°UB € Aed infine A\ B = (A°U B)° € A.

Viceversa se vale (2) allora evidentemente vale (1.a), inoltre se A € A allora
A =Q\ A € Aedinfine se A, B € A allora A° € Adacui A°“NB¢= A°\B € A
pertanto AU B = (A°N B°)° € A.

Soluzione esercizio 9.

1. Si osservi che A C B per ogni B € [ se e solo se A C ﬂBe/} B, pertanto
se vale (i) si ha che A 2 gz B e quindi

{ A:ﬂBG,@B
ﬂBeﬁBeﬁ.

Viceversa definendo A := (5.5 B da (ii) si ha (i).

2. Verifichiamo ’asserto per una o-algebra (per I’algebra € analogo ed ¢ las-
ciato al lettore).

a) Poiché ) € B per ogni B € j allora 0 € (s B;

b) se A € ﬂBeﬁ B allora equivalentemente A € B per ogni B € § da
cui A € B per ogni B € 3 che equivale a A € ﬂBeﬁ B;

c) se A; € (e 5 B per ogni i € N allora equivalentemente 4; € B per
ogni i € N e per ogni B € 8 da cui |J,.n 4i € B per ogni B € § che
equivale a ;e Ai € s B-

e Dal punto precedente di questo esercizio si ha che [ sBe 3 e dal
primo punto si ha che e I’elemento minimo di .

€N

10



e L’insieme X := {A C Q : p(A)} & una o-algebra, se in pit ¥ O A
allora ¥ € § (f definito come nel punto precedente dell’esercizio,
pertanto X 2 o(A).

Soluzione esercizio 10.
Banalmente

e NeA;

e se H € A allora H¢ € A essendo la definizione di A simmetrica nello
scambio tra A e A° (ricordare che A = (A°));

e Se H, K € A allora si possono avere due casi

a) esiste € > 0 tale che B(0, €) & sottoinsieme di almeno uno dei due
(diciamo H), allora HU K D B(0,¢€) pertanto H UK € A;

b) esistono €1,e2 > 0 tali che B(0,e1) € H® e B(0,e2) 2 K da
cui B(0,min(e1,€2)) C A ed essendo min(ey,e2) > 0 si ha che
(HUK)®=H°N KD B(0,min(ey, €2)).

Questo ci dice che A & un’algebra ma non una o-algebra, infatti {0} & A,
tuttavia {0} = (N, B(0,1/n). Inoltre o(A) = P(R). Infatti Se A C R si

h
) A= JUZi(ANB(0,1/n)%) se0¢ A
~ H{O}UUL (AN B(0,1/n)) se0€ A,

Soluzione esercizio 11.
Ci limitiamo al caso della o-algebra, per il caso dell’algebra lasciamo i dettagli
al lettore. Come al solito, per provare che F = o(.A), bisogna mostrare che

1. F € una o-algebra;

2. ACF;

3. per ogni o algebra F; O A si ha F C Fj.

Sia F := {{J;c; Ai : J oppure I\ J al pill numerabile}.

1. Uicp @i = 0. Inoltre se A € F allora esiste J C I tale che |J;; 4i = A,
quindi A® = J;c e As; se J¢ ¢ al pilt numerabile non c’¢ nulla da di-
mostrare, mentre se J ¢ al pitt numerabile allora (J¢)¢ = J ¢ al pit numer-
abile e quindi in ogni caso A € F. Sia {B,} una collezione al piti numer-
abile di elementi di F (B,, = UiEJn A;); ovviamente | J,, B,, = UiEUn 7, Qi
Se ogni J,, ¢ al pitt numerabile allora |J,, J,, € al pitt numerabile, mentre
se esiste ng tale che Aj, ¢ al pitt numerabile allora (|J,, 4,)¢ C A5, ed ¢
al pitt numerabile. In ogni caso |J,, A, € F.

2. E banale.

3. Se J ¢ al pitt numerabile allora (J;c; A; € F1, mentre se J¢ ¢ al piu
numerabile allora | J;c ;. A;i € F1 e U;ey Ai € F1 = (Ujege Ai € F1)° €
Fi.
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La seconda parte ¢ il caso particolare I = Q e A; := {i}.

Soluzione esercizio 12
Mostriamo che D ¢ una o-algebra:

1. Per definizione Q = |, .y D quindi scelgo I = N ed ottengo Q2 € D;

neN

2. mostriamo che se B € D allora B¢ € D. Sia B € D allora B = Uiel D; per
un qualche insieme di indici I € N, quindi B¢ = Q\U,¢; Di = U;en 1 Dj-
Ma N\ I ¢ ancora un sottoinsieme di N, da cui B¢ € D;

3. sia {By}ren una successione di elementi di D, mostriamo che |Jy-, Bk
€ D. Per ogni By, esiste un insieme di indici al pitt numerabile I, C N tale

che By, = Uikelk D;, . Quindi
Jn-U(Un)- U »
k=0 k=0 \i€l} e, I

Poniamo I = U,;“;O I, ovviamente I C N, quindi concludiamo che

Uiozo By =U;e; Di €D.

Inoltre se Dy é un’altra o-algebra tale che Dy D {Dj,}nen allora per
definizione deve contenere il vuoto e tutte le unioni numerabili dei suoi
elementi e quindi D. Percio D ¢ la piu piccola o-algebra.

Soluzione esercizio 13.

Se g,h € {0,1}! allora g # h se e solo se esiste i, € I tale che g(ig) # h(ip);
sia, senza perdita di generalita, g(ig) = 1 ed h(ig) = 0 da cui, essendo g(4) C A;,
ed h(A) CQ\ A;,, si ha g(A) Nh(A) = 0.

Viceversa se w € Q e

quindi w € g,,(4).

Soluzione esercizio 14.

1. E facile e viene lasciato al lettore.

2. Dal punto precedente si ha che f~!(o(A)) & una o-algebra, contenente
f~1(A) pertanto, dalla definizione di o-algebra generata, f~'(c(A)) D
a(f~H(A)).
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Viceversa sia (3 una o-algebra conetenente f~!(A) allora, definita 3y :=
{H : f~Y(H) € B} si ha che quest'ultima & una o-algebra (provare!!) e
vale f~1(8¢) C 3. Ovviamente 35 2 A pertanto 8 2 o(A) da cui

B2 f7HBy) 2 f7H(o(A))

ed infine f=1(c(A)) C o(f~1(A)), che considerato quanto mostrato in
precedenza implica f~!(c(A)) = o(f71(A)).

Soluzione esercizio 15.
Test di Autovalutazione
Soluzione esercizio 16.

1. Definiamo
g = U : B al pitt numerabile o (B).
BCA

Se B C A allora o(A) D o(B) pertanto
o(A) 2 B;

d’altra parte ) € 3, se A € 3 si ha che A € 3 ed infine se B; € 3 per ogni
i € N allora se B := [J;cn{Bi} si ha ey Bi € o(B e quindi (U, Bi € 5;
pertanto § ¢ una o-algebra. Evidentemente 5 2 A da cui 8 D o(A).

2. Se B C U;cr Bi =: Q ¢ al pitt numerabile si ha che esiste 3, tale che 3, 2 B
pertanto, dal punto precedente

o(Q) = U o(B) CQCo(Q).
BCQ:B al pitt numerabile

Soluzione esercizio 17.

1. Ovviamente da (i) si ha che x ~ z, da (ii) segue che « ~ y implica y ~ x
ed infine da (iii) si ha che © ~ z e z ~ y consegue x ~ y; pertanto la
relazione ~ & di equivalenza. Ovviamente per ogni z,y,x1,y; € X si ha

ld(z,y) — d(z1,y1)| < d(z,71) + d(y,v1)

pertanto se x ~ x1 e y ~ y1 si ha che d(z,y) = d(z1,y1) da cui d & ben
definita (non dipendendo dal rappresentante scelto). E facile verificare
che valgono per d le proprieta (i), (ii), e (iii) e che se d([z], [y]) = 0 allora

x ~ y e quindi [x] = [y]. Pertanto d & una distanza su X/ ..
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2. Si osservi che essendo AAA = ) si ha che u(AAA) = 0; inoltre AAB =
BAA pertanto u(AAB) = p(BAA); infine AAB C (AAZ) U (ZAB),
infatti

xe€(A\B)NZ=x€Z\BCZAB
xr€A\B= oppure
zre(A\)NZ=x€ A\ZCZAA

e similmente se z € B\ A. Quindi u(AAB) < u((AAZ) U (ZAB)) <
WAALZ) + w(ZAB).
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