Probabilita
elementare

£ Zucca Esercizio 1

Esercizio 1 Si consideri la seguente funzione reale, dipendente dal
parametro reale k > 0,

Fix) sin(x) x € [0,k]
()= 0 x & [0,k]

@ Calcolare k affinché la funzione data sia una densita di
una variabile aleatoria continua (sia essa X).

@ Calcolare la funzione di ripartizione di X.
® Calcolare il valore atteso di X.
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Soluzione es.1

F. Zucca

Esercizio 1

1) La condizione [ f(x)dx = 1 & equivalente a
1= fo sin(x)dx = 1 — cos(k) ciog, sotto I'ipotesi k > 0,
k= (i+1/2)m coni € N. Ma poiché f non puo essere
negativa in alcun intervallo aperto, si ha che k = /2.



Probabilita
elementare

F. Zucca Soluzione es.1
Esercizio 1 2)
. 0 t<o0
F(t) = / f(x)dx = <1 —cos(t) te (0,7/2)
- 1 t> /2.

2) Il valore atteso

E(X) = /Rxf(x)dx = /Oﬂ/zxsin(x)dx

w/2
— —x cos(x)|3/? +/ cos(x)dx = sin(x)[7/? = 1
0
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£ Zucca Esercizio 2

Consideriamo la seguente funzione:

Esercizio 2
<
F(x) = clog(x), per0<x <1,
0, per x ¢ [0,1].

@ Determinare i valori di c € R che rendono f una
funzione di densita. Sia X una variabile continua di
legge f; calcolare media e varianza di X.

® Se {X;}{°, sono variabili indipendenti e di legge f,
calcolare P ( DX > 9).
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Soluzione es.2

F. Zucca

1) Le condizioni necessarie e sufficienti sono

{fRf(X)dX =1

Esercizio 2

f>0.
In questo caso essendo la funzione a segno costante, la

prima condizione implica la seconda quindi, integrando
per parti,

1= /Rf(x)dx = c/o1 log(x)dx = cx(log(x) — 1)[3 = —¢

dacuic = —1.
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 Zucea Soluzione es.2

1) Inoltre

Esercizio 2

E(X) = / xf(x)dx = /lxlog(x)dx
R 0
— x2(1/2 — log(x))/2l} = 1/4
E(X?) = / x2f(x)dx = —/1 x2 log(x)dx
R 0
— x3(1/3 — log(x))/3]} = 1/9

da cui
var(X) = E(X?) — E(X)? = 7/144.
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F Zucca Soluzione es.2
2) Utilizzando il TLC

40 10X —40/4 _ 9-40/4 )
P(Y X >9)=pP==22 >
(; ) ( /40 - 7/144 \/40-7/144

6
~1—- —— ) ~9(0.7171
( %) (0.7171)

Esercizio 2
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F Zucea Esercizio 3

Si consideri la seguente famiglia di funzioni dipendenti da
un parametro

Esercizio 3

C+X x € [0,1];
fo(x) :=¢3x?/2-c x €[-1,0)
0 x| > 1.

@ Determinare tutti i valori di ¢ € R tali che f; sia una
funzione di densita di probabilita.

@ Detta X una variabile continua con densita f. (dove ¢
soddisfa il punto precedente) si calcolino il valore
atteso e la varianza di X.

© Calcolare P(|X| > 1/2).
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Soluzione es.3

F. Zucca

1) La prima condizione [ fc(x)dx € sempre soddisfatta,
infatti

/ fo(x)dx = /1(c +x)dx + /o (3x?/2 — ¢)dx
R 0 -1

= (x?/2+cx) 5+ (x3/2 —cx)°, = 1.

Esercizio 3

La seconda condizione, f;(x) > 0 per ogni x € R
equivale a ¢ = 0. Pertanto la condizione richiesta é
c=0.
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 Zucea Soluzione es.3
2) Siha

Esercizio 3 E(X) _ / Xfo(X)dX :/ X2dX +/ 3X3/2dX
R 0

-1
=1/3+3/8 =17/24 ~ 0.70833

1 0
E(Xz)_/xzfo(x)dx_/ x3dx+/ 3x* /20
R 0

-1
—=1/4+3/10 =11/20 = 0.55,
da cui

Var(X) = E(X?) — E(X)? = 11/20 — (17/24)?
= 0.04826389.
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 Zucea Soluzione es.3
3) Siha

Esercizio 3 ]P(’X| > 1/2) = P(X > 1/2) +P(X < —1/2)
1 ~1/2

= fo(x)dx + / fo(x)dx

1/2 -1
1 -1/2
= / xdx +/ 3x2/2dx
1/2 -1
=1/2-1/8+1/2-1/16 = 13/16
= 0.8125.
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F Zucea Esercizio 4

Si consideri la funzione

Fx) = 0, sex<1

Esercizio 4

{XCZ, sex >1

@ Determinare ¢ € R tale che f sia una funzione di
densita.

® Esistono il valore atteso e la varianza di X? Se si,
calcolarli.
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F. Zucca

Esercizio 4

Soluzione es.4

@f>0e [f( dX—f+OO°dX (—f)iroo_c Di

conseguenza, € necessario e sufficiente che ¢ = 1.
® |l valore atteso non é finito

E(X):/Rxf(x)dx :/loo %dX:—f—oo.
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F Zucea Esercizio 5

La funzione di densita del tempo (in ore) di rottura di una
componente elettronica sia data da

1
Esercizio 5 f (X) = me 10003 per X > O

@ Determinare la probabilita che tale componente duri piu
di 3000 ore prima di rompersi.

® Determinare la probabilita che tale componente si
rompa nell'intervallo di tempo tra 1000 e 2000 ore.

® Determinare la probabilita che tale componente si
rompa prima di 1000 ore.

@ Determinare il numero di ore in cui con probabilita pari
al 10% il componente si & rotto.
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F. Zucca

Esercizio 5

Soluzione es.5

X +0o0
@ P (X > 3000) f3000 1000e 00 dX = (fe_m)‘ =

3000
e—3
® P (1000 < X < 2000) f20°0000 e o dx —
_e*Z + e*l
® P (X <1000)=..=1-1

OP(X<y)=[) LA e wodx=—e¥/1001-01
y 0 1000
alloray = —10001In (0.9) ~ 105.36.
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F. Zucea Esercizio 6
Sia
f(x):gxz, per —1<x <1,
Determinare:
®P(X>0)
®PrX>1
OPr(-i<x<
O PX<-2)
® P (X < 0oppure X > —1)
@ ilvalorey € R tale che P(X >y) =0.05

Esercizio 6

<3),P(X]<3)eP(X|>3)
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F. Zucca

Esercizio 6

Soluzione es.6

1

@ (x>0 =Jif()d= (%) =3

1
QP(X>%):f%1f(x)dx: (%) =%

2
OP(3<X<3)=P(X|<3) =3
OP(X|>3)=P(X<—Joppure X > 1) =

1-P(-3<X<3)=§

O P (X <0oppure X > —3) =
P(X <0)+P(X>—-3)-P(-1 <X <0) =
=1,9 1 _14
2 16 16

@ y deverisolvere: 1 — g = 0.1. Si ottieney = 0.965
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