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Stime puntuali

Abbiamo visto che, data una v.a. X di cui non si conoscano
valore atteso e varianza, tali numeri si possono stimare
puntualmente nel seguente modo:

si prende un campione casuale Xy, ..., X, di v.a. aventi
la stessa legge di X;

si effettuano gli esperimenti che ci danno n numeri
X1,...,Xn (X € il valore osservato — o realizzazione — di X;);
per E(X) la stima € la realizzazione della media
campionaria X, = £(Xg + - + Xn);

per Var(X) la stima e la realizzazione della varianza
campionaria s3 = —1+(x; — Xn)2.

Notiamo che le lettere maiuscole indicano le v.a. (prima
dell'esperimento), quelle minuscole indicano i numeri ottenuti (dopo
I'esperimento, sono la realizzazione dell’esperimento).
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Stime puntuali

Sia X4,..., X, un campione casuale di una legge che ha
valore atteso .

Facciamo gli n esperimenti che realizzano il campione e
calcoliamo la media campionaria.

Supponiamo che si abbia X, = 5. Questo significa che
possiamo dire con certezza che y =57
Certo che no! pensate solo ad una moneta equilibrata (cioé

a una B(0.5)) che in 20 lanci dia 12 teste e 8 croci. La
media campionaria sarebbe quindi % = 0.6!
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Oppure: possiamo forse dire che
P(Xp = p) =% 17

Questo ci direbbe che con grande probabilita la media
campionaria coincide con .

Purtroppo anche questa affermazione é falsa. Anzi,
la probabilita che X, coincida con y tende a zero!

Basta riscrivere la probabilita spostando . e usare |l
teorema del limite centrale:

SV _ Yn_/i:
P(Xn —pu=0) P(U/\/ﬁ )

"= P(A/(0,1) = 0) = 0.
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Allora che fare? Ci viene in soccorso la legge dei grandi
numeri, che ci dice che, fissato ¢ > 0

la probabilita che X, € (1 — ¢, 1 + ¢€) tende a 1 cioe
la probabilita che € (X —¢,Xn +¢) tendea 1

Lidea e che invece di una stima puntuale

si puo fornire un intervallo di confidenza cioé
* un intervallo (aleatorio)
* basato sul campione casuale

 che con grande probabilita* (a priori) contiene il
parametro incognito.

* Chiederemo che tale probabilita sia uguale a un valore fissato
che chiameremo livello di confidenza.
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Sia X4,..., X, un campione casuale estratto da una
popolazione di legge f(x; 6) e si voglia stimare g(0).

DEFINIZIONE DI INTERVALLO DI CONFIDENZA

Siano T1=t;(Xq,...,Xn) € To=ta(Xy,...,Xn) due statistiche.
Fissato o € [0,1], lintervallo aleatorio (T;,T,) si dice
intervallo di confidenza per g(#), al livello « se

Py(T1 < g(0) < T2) = «, per ogni 6 € ©.

A campionamento eseguito, lintervallo  numerico
[ti(X1,...,Xn),t2(X1,...,Xn)] si  chiama intervallo di
confidenza per g(6), al livello a, calcolato dal campione
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(T1,T2) € un intervallo aleatorio (gli estremi dell'intervallo
sono v.a.) che contiene il parametro g(¢) con probabilita . J

NON e invece vero che la probabilita che
t1(X1,...,%n) < g(f) < ta(Xq,...,Xn) € uguale ad .

Cio e dovuto al fatto che I'intervallo
(tl(xl, . ,Xn), tz(Xl, e ,Xn)>,

che si ottiene a esperimenti fatti, € numerico e non piu
aleatorio.

Per questo motivo si parla di confidenza e non di probabilita.
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All'atto pratico

Tuttavia € vero che se

« decidiamo che il nostro esperimento e “ottenere un
campione casuale di numerosita n” e poi calcolare un
intervallo di confidenza I, basato su quel campione, al
livello « per g(0);

* ripetiamo k volte I'esperimento ottenendo 14, ..., Iy
intervalli di confidenza al livello « per g(6);

in virtu della Legge dei Grandi Numeri, una proporzione del
100a% (circa) degli intervalli calcolati conterra il valore di

g(9).
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Supponiamo che § = 2 e calcoliamo 10 intevralli di confidenza al
livello 90%: mediamente un intervallo su 10 NON conterra 6*.

non contiene
0

P Oo0O~NOO ORrWN PR

o

In genere nei problemi di stima non conosciamo il valore vero di ¢
e quindi non sappiamo quali intervalli contengono 6 e quali no.

* Il numero di intervalli che non lo contengono € una 5(10, 0.10).
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normali — o2 nota
Sia X4,..., X, un campione casuale estratto da una
popolazione di legge N (u, o%) dove si conosca il valore di
o2 e si voglia stimare .
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Se la popolazione & N (u, 0?)

La media campionaria X, ha legge N (u, %) e

Yn_li
a/vn

La chiave € mostrare che

o 1 B
P(-lea<a/—\/ﬁ<21+2a>—a.

~ N(0,1).




Statistica

D. Bertacchi Perché vale la formula

F. Zucca

Mostriamo cioé che vale a.

e vale 152,
2

quella a destra vale 1 — 12 = 1o«

Dungue l'area fra —zia € z1.o vale 152 — 152 = o,
2 2
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Ne consegue che

Xn—p
P<Zl+2a< U/\/ﬁ <Zl+2a>—a.

Ricavando p da queste disuguaglianze di ricava la formula

N o = o
P<Xn—Z]_+2¢3¢\/ﬁ<H<Xn+2145z3¢\/ﬁ>—Oé
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Se non si conosce o2 la formula dell'intervallo precedente
non é utilizzabile, infatti gli estremi, dipendendo anche da o,
non sono piu statistiche (perché? vi ricordate la definizione
di statistica?).

Idea:

sostituire a o lo stimatore /S2

Lidea e quasi del tutto corretta, nel senso che diviene
corretta se si fa anche la sostituzione

tio (N — 1) al posto di Z11a
2 2

cioé al quantile della normale standard z1.. sostituiamo il

guantile della legge di Studentan — 1 grazdi di liberta
tHTa(n — 1)
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INTERVALLO DI CONFIDENZA per y, o2 incognita

- SZ - SZ
(Xntpr_a(nl)-\/—”, Xn +tra(n —1)- —”)
2 n 2 n

e un intervallo di confidenza di livello « per il valore atteso .

2t (N1 )i
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Se la popolazione & N (u, 0?)

Che un intervallo di confidenza di livello « per il valore atteso
1 Sia

. SZ . SZ
(Xntlza(nl)-\/ﬁ, Xn+tia(n—1)- Fn)

e conseguenza del fatto che

X — s

~t(n—1),

sl

dove t(n — 1) indica la v.a. continua che ha legge di Student
an — 1 gradi di liberta.

4
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Lat di Student — tavole

S D B B e La colonna indica l'area o, la
: i riga indica di quale legge t
stiamo parlando. Infatti per
ogni intero n c’é una diversa

legge t(n).

[ -

=

12014
7114
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MOLTO IMPORTANTE

Nel simbolo del quantile t,(n — 1), “(n — 1)” sta ad indicare
quale riga della tabella usare.
NON €& un numero da moltiplicare per il quantile!!!
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La densita t(n) ha le stesse
proprieta di simmetria della
N(0,1) (quindi E(t(n)) = 0).
Il picco é piu basso, mentre
le code sono piu alte.

Al crescere di n, la densita
t(n) assomiglia sempre piu
alla N(0,1).
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Intervallo per ;. per popolazioni
qualsiasi

Se la popolazione non & normale, non e vero che

Xn —
~ N(0,1).
S~
Tuttavia per il Teorema del Limite Centrale, questa
affermazione é approssimativamente vera quando n
abbastanza grande.

Allo stesso modo si potrebbe mostrare che anche

x|

nH o t(n—1),

\/SZ/n
€ approssimativamente vera quando n & abbastanza
grande.
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Conseguenza

Le formule viste per le popolazioni normali, valgono anche
per popolazioni qualsiasi (purché il campione sia abbastanza
numeroso da consentire I'applicazione del Teorema del Limite
Centrale).

Intervallo di confidenza di livello « per il valore atteso,
varianza nota

Intervallo di confidenza di livello « per il valore atteso,
varianza incognita

- - s
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Intervallo per p di B(p)

Se la popolazione é bernoulliana e si vuole stimare il
parametro p, la stima puntuale & fornita da X,, (p & anche il
valore atteso).

Se n é abbastanza grande da consentire I'applicazione del
Teorema del Limite Centrale*, allora sappiamo che

Xn &~ N(p,p(1—p)/n).

* Ricordiamo che occorre np > 5en(1 —p) > 5.
Se p € incognito (come nei problemi di stima) si verifica che
sianx, >5en(l—-X,)>5.
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Intervallo per p di B(p)

Si considera quindi I'intervallo per le normali:

Va g > o
X —-Z a T — a T —
(” RN S ﬁ)

e al posto della varianza (della singola variabile) o2 si
sostituisce X,(1 — X,,) (ricordiamo che la varianza di una

B(p) € p(1 — p)).

ORI LA (et - AR L etV
2 n 2 n
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Ci si potrebbe chiedere il motivo per cui abbiamo utilizzato la
formula dell'intervallo a varianza nota (quindi con i quantili z)
e non quello a varianza incognita (quindi con i quantili t).

In effetti sui testi si trovano anche formule con i quantili t, ma
si possono osservare due fatti:

* per usare entrambe le formule occorre n grande e
quindi i quantili t(n — 1) e i quantili z non sono molto
differenti;

* la varianza in un certo senso non é del tutto incognita,
in quanto una volta stimato p con X,, la varianza risulta
stimata da X,(1 — Xp) (dunque ha senso usare la
formula per varianza nota).




Statistica

D. Bertacchi Intervalli e livello

F. Zucca

Ricordiamo che dare un intervallo di confidenza di livello «
per un certo parametro € un po’ come “sparare” a un
bersaglio (il parametro) che non sappiamo dove sia.

Quello che vogliamo é colpirlo con probabilita .
E chiaro che piu grande & il “proiettile” ('ampiezza
dell'intervallo) e piu probabile sara colpire il bersaglio.
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Se consideriamo due intervalli di confidenza |, e I, per lo
stesso parametro, basati sullo stesso campione, I; con
livello aq e I, con livello a5, con a; < ap, cosa possiamo
dire di questi due intervalli?

Per definizione la probabilita che I, contenga il parametro é
maggiore della probabilita che I, contenga il parametro.

E ragionevole aspettarsi che questo accada perché I, & piu
ampio di I, (livello piu alto = ampiezza maggiore).

Vediamo che é in effetti cosi negli intervalli per il valore
atteso della normale.
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atteso di una N'(p, 02) &:

o

27, >

e
v . © - T o
Ydar S Matiepe

se la varianza é incognita invece é:

2t (N1 )i
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Le ampiezze dipendono da « attraverso i quantili Zia ©
tHTu(n — 1) rispettivamente.
Basta un’occhiata alle tavole per rendersi conto che i quantili
crescono al crescere di a.

Oppure si puo ragionare sul fatto che

larea a sinistra di z... vale Lo
e se « (e dunque l'area
azzurra) cresce, allora z Lo

B deve spostarsi verso destra (e
quindi crescere). Lo stesso
ragionamento vale per i quantili
¥alansannacnanenn oo tHTa(n—l).
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Intervalli e numerosita del
campione

Chiaramente é desiderabile avere un intervallo di
confidenza stretto perché da una stima piu precisa.

Da quanto appena visto sembrerebbe che per avere
intervalli stretti occorra necessariamente scegliere o
piccolo.

Ma d’altra parte « lo vogliamo vicino a 1!!'! Come risolvere
guesto dilemma?
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Ricordiamo le ampiezze degli intervalli per il valore atteso di
una NV (u, 0?). Se o & nota

2z g
5 n

e se o € incognita

La strada per restringere 'ampiezza

In entrambi i casi & aumentare n (il solito buon senso: piu
dati abbiamo meglio é!!!)




